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Oscillations mecanigues
Des pendules simples et élastiques

Présentation d’oscillateurs libres

1. Le pendule simple

: En mouvement :
\4 P+ T=md
| Position
P+T=0 d’équilibre
ou de repos

» Définition
Un pendule simple est le modele physique d’une masse «m»
suspendue a un fil inextensible de masse négligeable qui oscille
lorsqu’elle est écartée de sa position verticale d’équil{ibre‘.

> La période du pendule simple

To= 2”\F C @& =
[T = L x (L) T2 22 ‘
- [L]1/2 [L]—l/ T=T

T0 la période propre du pendule est homogene

a un temps.
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2. Le pendule élastiqgue

A
I
(R
Jr P+ R=0
Equilibre
: P ourepos
I
] YGO X G
—> g t--mee-Eoo---- A ,
) . : R F Equilibre :
F i _ 0B _ourepos -
- -Jr A .
| -
= . Ip
P ! I
En mouvement : I : \Y
l_)) ﬁ ﬁ = a Y \ — - —
+ R+ ma E P+ F=0
X, F
» Définition X
Un pendule élastique est le modele physique d’une masse «m » _; (m) G
accrochée a un ressort de masse négligeable, de raideur k qui oscille ~ — ~ — — 7 T T -
lorsqu’elle est écartée de sa position d’équilibre. Le ressort exerce sur I
cette masse la force de rappel avec F =k |x|. En mouvement: | P
P+F=ma Y
» La période du pendule élastique
Rappel sur les dimensions
To= 27,0
[v]=LT*
- -2
[TO] — [m]1/2 x [k] -1/2 [a] - L T >,
— Ml/2 x ([F] / [x]) -1/2 [F] = M L T
= MY2 x (MxLxT 2/ L) 12 M est une masse,
- M2 xM2xT=T L est une longueur,
T est un temps.
T0 la période propre du pendule est homogene a un temps. 7

Remargue : [F] = MxLxT 2 d’apres la seconde relation de Newton F =m d avec [a]=LT?
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3. Les oscillations mécaniques

Fort des exemples précédents, on constate la présence d’oscillations mécaniques
lorsque :

e Le systeme possede une position d’équilibre stable pour laquelle la somme des forces
extérieures appliquées est nulle.

e Le systeme ne se stabilise pas car a_cette position il posséde une énergie cinétigue

1 . X N
non nulle (Ec = Em V;2) qui ’emporte au-dela dans un mouvement inertiel

respectant la seconde loi de Newton.

e Le mouvement résultant est, en cas d’absence de tout frottement, un mouvement
d’ « OSCILLATIONS LIBRES D’UN PENDULE MECANIQUE », de période propre TO’ de

part et d’autre de cette position d’équilibre.

I1. Dynamique du pendule

1. Le pendule simple

> Equation d’évolution temporelle du mouvement (équation différentielle)
z

L cos @

Choix arbitraire de référence de I’énergie K
potentielle de pesanteur : Epp=01J 0

~ Y

L’énergie mécanique du systeme {pendule-Terre} est somme de I’énergie cinétique (lie a la
vitesse) et de 1’énergie potentielle (liée aux forces qui travail au cours du déplacement) :

E

mM-Ec*Ep

E

N |-

M mvg2+mg(h+h’)= %m Ve2+mg[h+L(1-cos0)]
Travail élémentaire SW de la tension T exercée par le fil : W =T .8s. =T .V, 6t=0

Ce travail est nul et ne développe aucune énergie car T est constamment
perpendiculaire au déplacement &s = V, t.
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Sur la trajectoire circulaire du mouvement non uniforme du pendule on a par ailleurs :

e «S»est’abscisse curviligne telle que s = L X 0,

e « 0 »représente I’angle en radian, au centre de I’arc s de rayon L.
(pour 8« s =6OR;pour2mr< s =2mR)

e «v_=L 0 » est la relation entre vitesse linéaire « vV, » et vitesse

: . do
angulaire « 6 = — ».
dt

(VG_ ﬁ: —d(Lg): L d_9:

= L ¢
dt dt dt 9

D’ou:

E

1 .
M= 5m (LO)2+mg[h+L(1-cos)]

EM:%m L622+mg h+mg L-mg Lcos6

S’agissant d’oscillations libres sans frottements, cette énergie mécanique est constante :

2

dEM:o:im L2 d(o )+mg Ld(cose)

dt 2 dt dt
0=mL2 66 +mg LOsinG

Comme 6 = % ne peut étre constamment nulle quel que soit le temps :
0=L6 + g sind

Dans I’approximation de petits angles (petites oscillations du pendule) exprimés en radian,
Sin0~0: L6 +g 6=0

6+ 2 og=0
L

C’est I’équation d’un « oscillateur harmonique » 6 + w(z) 6 = 0 dont la solution est sinusoidale

0 = Om CcoS (ooOt + @) si et seulement si w(z) = %, ou T0 = 02)—7; = 27;\/%

-En effet
0= em cos (mOt + @)

0 :—Gmwosin (w0t+(p)
0 :—emwocos(m0t+cp)=—w0[6mcos(w0t+cp)]=—m09,onablen 0 +(u06:0

_ : . 2_9
dont O = em COoS (ooot + @) est solution ssi wq =
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> Evolution temporelle du pendule

Le pendule simple oscille donc sinusoidalement entre les maxima + Om et - em ala

pulsation wy = \/% rad.s_l. L’amplitude de ses oscillations est donc constante en 1’absence

de tout frottement.

0 (en rad)

t(ens)

Son énergie mécanique E,, = E~ + Ep, estalors :

e Pour I’énergie cinétique

1 1 : 1 1 .

Eg=Smve?=om (LH)2= >m L1262 = Sm L2 [- 6, 0p Sin (0gt + ¢)] 2
1 . 1 .

Ec =5m L2 62 wf sin? (w0t+(p):§m gL 62 sin? (ot +¢)

e Pour I’énergie potentielle
EP:mg[h+L(1—cos€))]:mg[h+L(1—cose)]:mg h+mgL (1--cos6)

Ep=mg h+mgL (1-cos 6)qui devient dans le cas de petites oscillations,
2

0 1
Epzmgh+mgL7:mg h+EmgL[emcos(wot+cp)]2
1
Ep~mgh+ EmgLB% COSZ((DOt+(p)
e Pour I’énergie mécanique

1 . 1
EM=EC+EPzEm gL 62 5|n2(030t+(p)+mg h+5mgL6% cosz(coot+(p)

1 . 1
EMzmgh+§m gL 62 [sm2(m0t+(p)+c052(m0t+(p)]:mgh+Em gLB2Z

Cette énergie est constante au cours du temps.
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E () E = it

1
mgh+5m gLer%

Em

Ec

v

Ep

\4

mgh

T2 Ty

(@)
\ Pendule a =— Om

Pendulea ® =+ em

t(s)

Ep:mgh+%mgL6%
1
Ep:mgh+zmgL9% Ec=0;vs =0
Ec=0; v, =0

Pendule a 6 = 0 (passage a I’équilibre)
Er=mgh

1
EC:Em gLer%; Ve =6 /gL

Il y a transformation permanente de 1’énergie sous formes cinétique et potentielle de pesanteur
a une fréquence double de I’oscillation du pendule. Sans frottement aucune perte d’énergie
n’est dissipée vers I’extérieur, le pendule acquiert sa vitesse maximale au passage a la
verticale d’équilibre et poursuit sa course dans cet allant incessant.

2. Le pendule élastigue

> Equation d’évolution temporelle du mouvement

Le solide est soumis 4 trois forces: Equilibre ?
- son poids P=m. g ) OU repos :
- la force de rappel du ressort F =:k.x.T F ) | G (m)
- la réaction normale du support, R

(pas de frottements) ! ;

—

v
>

i

- t

Deuxiéme loi de Newton appliquée au solide : O ! \4
P+ R+ F=md | |
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Jallu L.
- , o d2x
En projection selon I'axe (O,x) il vient : 0-kx+0=m.ax= rr
2
d_X + 5 =0
dtz m
C’est I’équation d’un « oscillateur harmonique » X + oo% X =0 dont la solution est sinusoidale
2
X =X _cos (wnt+ @) si et seulement si o)z:h, ou T,= oo m

-En effet
X(t) = X cos (wot +¢)
dx _ : -
g K wosm(wo Q)
d2x d2x k
W:_Xm' m% cos (wyt +¢) = —0)%. Xt) < Tt 0)% Xx=0 avec co(z) =

> Evolution temporelle du pendule

Le pendule élastique oscille sinusoidalement entre les maxima + Xm et - Xm a la pulsation

’k - ) s
Wy = —rad.s 1. L’amplitude de ses oscillations est constante en [’absence de tout
m

frottement.

-Exemple
50 4> x(mm) y X
\ / \ / \ / \
\ f ‘.. ,,: ‘-\

aw |\
§ ) || / |S .

30 \ ; ’.' "/ \
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‘ \ ll‘ \ |

0 - \ \
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{ | / \

\ I |
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20 - \ /
i \ / \
f \ '

Son énergie mécanique EM = EC + EP est:

e Pour I’énergie potentielle élastique

CHAP X




TS 2008-2009 @_‘)5 ] Oscillations mécaniques

Jallu L. Evolution temporelle des systemes mécaniques

En effet la seule force qui travail est la force de rappel F = —Kk x 7 dont le travail élémentaire

R ——

SW est : SW= F.ox=—-kxi .6x i =kxdx

On ne peut-on pas utiliser dans ce cas I’expression XVB(F) =F.AB car la force de rappel

F n'est pas constante au cours du déeplacement (sa valeur dépend de x)

Par intégration, le travail W effectué par la force F pour un allongement x & partir de l'origine
Oest:

= j k.X.0x = ¥5.k.x2 avec k constante.

rPar méthode graphique

Le travail élémentaire 8W correspond a l'aire du petit rectangle, }: k.x
en gris foncé, de hauteur k.x et de largeur dx.

Le travail W correspond a l'aire du triangle en gris clair, KX

dont les cotés ont pour longueur X et kx.

Soit W =%.k.x?

W est la somme des aires des petits rectangles. » X
O &x X

L'énergie potentielle élastique Epe du systéme {masse - ressort} est égale au travail W de la

force F soit : Epe = %.k.x? & une constante additive prés choisie nulle

Il vient donc

2 1,2
P_Ek ——k[chos(w t+(/))] :E K X

cos (oo t+o)

e Pour I’énergie cinétique

_1 _ 1 rdxy2_ 1 : 2_1 2 o2
EC'EmV Z_Em(dtj —Em [ Xm ooosm(ooot+go)] -Em Xm ® sin (w0t+¢)
E :lkxzsinz(m t+p) puisque ©2= —

e Pour I’énergie mécanique
1.2 2 1 2 .2
EM = EC + EP =—ka cos (ooot +¢p)+ > k X sin (u)Ot +¢)
EI\/I % Xm [cos (u) t+o) +S|n (w t+p )] = kX% constante au cours du temps.

De nouveau, en I’absence de frottement, 1’énergie est transférée sous forme potentielle ou
cinétiqgue a un rythme deux fois plus rapide que le mouvement périodique du pendule
¢lastique. L’énergie mécanique constante, est exclusivement cinétique au passage a la

position d’équilibre ou la vitesse est alors maximale (Vg= Xn /k/m). Elle devient
exclusivement potentielle élastique aux extrema du mouvement, ou la vitesse est nulle.
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I11. Amortissements et oscillations forcées - L
(3 <«—Point fixe

“ %

1. L’amortissement

Ressort de
e raideur k

Masse « m »

I

+5V
-5V

— = =
cquisition de .
mesures @
) . —
o .

R el =

ww

ot / \ 0 V référence
------------------ Frottements fluides - Tige conductrice

Solution

< ras électrolytique
On observe a I’écran : ytiq

21 x(cm) Les oscillations libres amorties |

e ’

l
Oscnlatlons libres
™~ / l ,f \,

Oscﬂlatlons libres g *,

".. amortles o
/ %
4 5 0" 07 ts)ks
AT ’f.-____ !
. &
\-LLPseudo-perlode . N7 I
| | > ‘4
154 = Période propre Ty~ |~ ,# 1
.2 | | |

Dés I’apparition d’un frottement fluide ou solide, le régime d’oscillations devient
pseudo-sinusoidal. L’amplitude des oscillations diminue selon la qualité et le type de
frottements (importants ou faibles, fluides ou solides). En cas de faibles frottements, la
pseudo —période est égale a la période propre T0 de I’oscillateur. Elle augmente dans le cas

contraire, voire méme disparait lors du régime apériodique.
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2. L’oscillation forcée

Excitateur

) . - Résonateur
Moteur excentrique a -

fréquence réglable

.
1
N
“x(cm) %
Amplitude des oscillations
L b NEEEERERE
b *rrlu.whnr
o 0l |' l | i
T ,
. i ,;I]t' f M ‘ | | Résonance
\ | SRR AN ANEY 0 d’amplitude
'_';,‘.';L'l| | SEERERERERER
Hm,*‘)ummunww Reconance agus
W (RR(R(RIRIR(nininin|
AR !nnnnnn
Vo U
Apres une période transitoire
d’etablissement  des  oscillations, e

résonateur adopte, a la fréquence imposée
par I’excitateur, une amplitude constante.

Si toutefois la fréquence de I’excitateur est
différente de la fréquence propre fo des

oscillations libres de [I’oscillateur, ces
amplitudes sont faibles. Lorsque I’excitateur
pulse a la fréquence propre fp de

I’oscillateur, c’est la résonance mécanique

et les amplitudes sont maximales. —_——
Selon I’amortissement, cette résonance est AN Plus de résonance

plus ou moins « floue ».
p f(H2)

CHAP X 11 ff=fg fréquence réglable
de | ’excitateur

S
N

Fesonance floue




